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Definicion de funcion INPUT x
v

En matematicas, una funcion, f, es unarelacion entre dos EUNCTION £
cantidades, llamadas variables. Si para cada valor de la primera '
variable, hay un unico valor de la segunda variable, entonces

. . ‘
podemos decir que: OUTPUT f(x)
"La segunda variable es una funcién de la primera variable." A function takes an input x,
La primera variable es la variable independiente (usualmente | 2"dreturnsanoutput, f(x).

escrita como x ), y la segunda variable es la variable dependiente
(usualmente escrita como y ).

Las variables dependiente e independiente son numeros reales.
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Propiedades de las funciones

necificacion de una funcion

¢ Funciones definidas a través de descripciones verbales.

¢ Funciones definidas por tablas de datos.
¢ Funciones definidas por graficas.

¢ Funciones definidas por expresiones algebraicas.

Notacion de una funcion

Nosotros normalmente escribimos las funciones como: f(x) y leemos esto como
"funcién f de x".

Podemos utilizar otras letras para expresar funciones, como g(x) o y(x).

Cuando resolvemos problemas reales, podemos usar letras representativas como:
P(t) para la potencia en un tiempo ¢,
F(t) para la fuerza en un tiempo t,

En general, el valor de cualquier funcion f(x) cuando x = a se escribe f(a).

Funciones definidas a trozos

Estas funciones estan definidas con distintas expresiones algebraicas dependiendo del
intervalo donde estemos.

—4 si S5<x< 2 c) ¥4
=ix si 2<x<7 L B
—x sl T<x<10 :
> i 1
!—: !10 X
prgm e
il
—2 sl —=<x<-1 a) ¥4

X
(=13 si <x<2
3—-2x sl 2<X <+

=

Tarea 1— Funciones. Propiedades
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Propiedades de las funciones

Dominio y rango

» El dominio es el conjunto de valores de la variable independiente de la funcion
dada, i.e., el conjunto de los primeros miembros de los pares (x, f(x)) que forman
la funcién, dicho de otro modo mas coloquial, es el conjunto de valores x para los
cuales existe f(x). Se escribe Dom f.

Si conocemos el grafico de una funcién, encontramos el dominio de la funcién
proyectando su grafica en el eje x.

» Elrango o recorrido de una funcién es el conjunto imagen del dominio. Se escribe
Im f.

Si conocemos el grafico de una funcién, encontramos el dominio de la funcién
proyectando su grafica en el eje y.

Continuidad

Una funcion que no sufre cambios repentinos en su valor cuando la variable independiente
aumenta suavemente se llama funcién continua.

De una forma mas formal, una funcion real y = f(x) es continua en un punto a si valor al
que se acerca f(x) cuando x se aproxima a a es f(a).

Si una funcién no satisface esta condicidén en el punto a, diremos que es discontinua en a
0 que presenta una discontinuidad en a.

Cortes con los ejes (eje x y eje y)

Un cero de una funcion es un valor de la variable independiente para el cual el valor de la
funcion es cero.

Un punto de corte con un eje es el punto donde la funcion intercepta al eje coordenado
en cuestion.

» El punto de corte con el eje x es el punto (x,0) donde la grafica de la funcién corta
o atraviesa el eje x. Es decir, en el corte con el eje x, la coordenada es y =0, o

fx) =0.
Un cero de la funcién es el valor de x en el punto de corte. Los ceros (raices) de una
funcién se corresponden en la grafica con los puntos de corte con el eje x .

» El punto de corte con el eje y es el valor de y donde la grafica de la funcion corta o
atraviesa al eje y. Este punto de corte con el eje y se corresponde con el punto
(0,1(0)). En el corte con el eje y , la coordenada x = 0.
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Monotonia

Intervalos de crecimiento y decrecimiento
Dada una funcion y los valores x=a y x = b, con a < b:

e sif(a) < f(b), entonces la funcion es creciente entre ay b.

e sif(a) > f(b), entonces la funcion es decreciente entre ay b. beeicnts HEREEanIe

e sif(a) = f(b), entonces la funcién es constante entre ay b. 5

. . .y, . {a) = flb) - e
El crecimiento y decrecimiento de una funcion se estudia por fo=t Lo

intervalos. a ;') X

Constante

Maximos y minimos (Extremos)

Maximo:
e Un maximo relativo (o local) es un punto (x,, f(xy)) con x, € Domf donde la

funcion pasa de crecer a decrecer, dicho de otro modo, el valor f(x,) es el mayor
valor de la funcién para todos los puntos cercanos a x,.

e Siel valor f(x,) es el mayor valor de la funcién entre todos los valores del dominio
entonces x, se llama maximo absoluto (o global).

Minimo:
e Un minimo relativo (o local) es un punto (xo, f(x,)) con x, € Domf donde la

funcion pasa de decrecer a crecer, dicho de otro modo, el valor f(x,) es el menor
valor de la funcién para todos los puntos cercanos a x,.

e Siel valor f(x,) es el menor valor de la funcién entre todos los valores del dominio
entonces x, se llama minimo absoluto (o global).
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Curvatura y puntos de inflexion

§ LUina funddn e comwaxa en un imvtervalo abéerto, (3, b}, =i su grafica gueds por
debuijo de las rectas tangentes que se pueesden trarar en cualguiera de sus puntos.
¥ Una funcion e oOncava =n un intenalo asbierto, (@, B), si su grafica queda por
encima de las rectas tangentes gue == puedean trazar en cuablguiera de sus puntos.

I LUin punto de Inflexkon = aquel en = guee la funcidn cambia su curataera,

EJERCHCGID RESUELTO

P Estudia la curvatura de las funciones en el imervalo (3, 4).

ay [¥] T 1 1= [T [/] =) [F
B & i 55 =l [T i i i s O
i I I S S S S |
— . " -
e e ) _?-.:'”"__ SN PR (S [F 1 .Z ._-!_ o e e mnt s
_1._____?.£__.__ 4 11 1 R L 4 o= [REN] D coa [
—anl ] } L
o X L= X o | [.x
bl _'F 1 | o} _'F'"I_ T 1] |_ )} [T ) [ e
= [T S (R ! (No= ) __L_____I___ Sl '__“““-.....,:_- s Jea) |
“:‘*_-.q_ —at TR a2, M B S | (Y R SR S 0 S i S - | (el I S S
' |
___51.1\-____ —_— — i — ___..!.'.‘T.____
4____:\:.-'1_-_]-__ -1——-"'!.;_:-_—'_—- e +____- _I'.{___
L5 = A B a = 2, W
Solucicn

al ¥ bl Las fundones son lineabes; no tienen curvatwura.
ci y di Son funciones cHmcavas.

e) v f] Las dos tunciomes son convexas.

Ejejrcicios resueltos.

1.
Crea una tabla de valores para cada una de las siguientes funciones, dibujalas y estudia la curvatura en su dominio.
1
a) fx)=x+2 b) fix)=x° Q f)=x d) fx)=—
X
a) fix)=x+2 Y
[xJo]1] ,
0 ‘ 2 | 3 | i Es una funcién lineal, no tiene curvatura.
| 0 X
b) f(x)=x* %
: \ /
x | 2| 1| 0 1 2 1 B o
)| 4 | 1 o114 . - Es céncava en todo su dominio.
) lx} =2 Y Il
FEIEIDERE )
o3| s ol 11¢g ' Es convexa en (—oo, 0) y concava en (0, +oo).
X
/
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d) Flip= v[|

<
=

S > | -i| 2] 12 |9 2 ’ g | Es convexa en (—nc, 0)

= y céncava en (0, +oc).
)| 12| 1| 2] 2 |1]p 0 s
|
2.
Estudia la curvatura de estas funciones e indica las coordenadas de los puntos de inflexién, en caso de que existan.
a) il )| e)
\ / |
A / fakl2 1]
fix) = Y x|~
\ / Ny P a X
T =Nx=2 | _—
o el
N 1
o] X o] X
b) ML d) | n[x
‘\
gl 21N 5
op\ 1/ X Sr0 L’ o %
f=-\ p
i) =x3— 'xj,

2
a) La funcién f(x) = X? es concava en su dominio.

b) La funcion fx) = x* — 3x es convexa en (—nc, 0), concava en (0, +~c) y tiene un punto de inflexién en (0, 0).

c) f(x) =~ x—2 esconvexa en su dominio.

d) fix) = E es convexa en (—nc, 0) y concava en (0, +oc).
X

e) fix)= 73 es concava en (—oo, 0) y convexa (0, +oc).
X
f) La funcién es convexa en los intervalos ((2k — 2)m, (2k —1)7), y es concava en los intervalos ((2k —1)x, 2km)
parak=:1,.2,38, .-
Los puntos de inflexion son (kr, 0), para k=1, 2, 3...
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Acotacion
» Cota superior.

acR gs una cota superior si f(x) < a Va € Domf. La menor de las cotas
superiores se llama Supremo.

> Cota inferior.

acR gs una cota inferior si f(x) > a Va € Domf. La mayor de las cotas
inferiores se llama Infimo.

Las cotas no siempre existen, y se deben mirar en el rango, en el eje y.

» Una funcion que tiene cota superior, se llama funcién acotada superiormente.
» Una funcion que tiene cota inferior se llama funcién acotada inferiormente.

» Una funcion con cota superior e inferior se llama funcién acotada.

Tasa de variacion media

La tasa de variacion, TV de una funcion continua en un intervalo [a, b]
representa el aumento o disminucion que se produce al aumentar la variable
independiente del valor a al valor b. Se escribe: TV][a, b] = fib) — fla)

Y Y\ Y
f(a)f--------- e fla)f-—"e Y —
folomr™ | T S = PR

O| a b X O‘ a b X 0Ol a bi.X

TVla, b] > 0 TV[a, b] < 0 TV[a, b] =0

La tasa de variacion media, TVM, de una funcion continua en un intervalo,
[a, b], mide la rapidez en el aumento o disminucion que se produce al aumentar
la variable independiente del valor a al valor b. Se escribe:

variacionde f(x) f(b)—f(a)

TVM|[a, b]= s
variacion de x b—a

Geométricamente, la tasa de variacion media en un intervalo es la pendiente de la
recta que pasa por los extremos del intervalo.
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Ejercicios resueltos.

1 . P Calcula 1a tasa de variacion media de la funcion en estos intervalos. a) [-2, 0] by [0, 4] o) [4, 6]
W S 5
+ o) TvM[—2, 0= ZQ=FCD) 307D,
0—(—2) 2
: f4)—Ffo) 3-3
| t W-\'Fl'ﬂ.éI:;:J—:D
] ] o S e O o o 4-0 4
1 |. 8] | O Y I O | ¥ i gl
f 191 . T Pl o o . P o B
] 6—4 2
2. o : ; 2 .
Halla el valor de la tasa de variacion media de la funcion fix) = = en el intervalo [1, 3].
3 #) A X
L L -T
= + FE—f) 3 1 ;2
'V |l :j_ — = — = —
— 1 2

¢ Por qué la tasa de variacion media de la funcion f(x) = 2x + 1 en cualquier intervalo es siempre 2?

Porque la funcién es una recta que tiene pendiente 2.

filh=t —t.
a) Calcula la tasa de variacién media en el intervalo [3, 7].

b) ;Cual es el valor de la pendiente de la recta que pasa por los puntos de la grafica cuyas abscisas son x=3y x=7?

) Explica el significado fisico de la tasa de variaciéon media.

N /AT
m= I VM |2

La tasa de variacién media representa la velocidad de la motocicleta en el intervalo 3, 7]

Periodicidad

Periodicidad es la tendencia de una funcién para repetirse de una forma regular en
ciertos intervalos. Para que una funcidn sea periédica, debe tener una repeticion

constante de los valores de f(x) en todo su dominio.
Todas las funciones trigopnométricas son periddicas.

Conocer la periodicidad de una funcion es util para determinar el valor de f(x) en
cualquier punto de su dominio una vez conocido su comportamiento en uno de los

periodos.
Ejemplo:

Una funcion periddica cumple que f(x + T) = f(x) donde T es el periodo

La distancia, en metros, recorrida por una motocicleta en los 8 primeros segundos de su trayecto viene dada por la
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Simetrias
Y
Funciones Pares \‘
| )
Una funcion y=f(x) se dice que es par si f(-x)=f(x) para todos los valores  7¢# | [ 1@
de x. Al ol ;x
La grafica de una funcion par es siempre simétrica respecto al eje ,f

vertical y (eje de ordenadas), es como si el eje y fuese un espejo donde
Se reﬂeja Ia fUﬂCIén The graph of an even function

Funciones Impares |

Una funcién y=f(x) se dice que es impar si f(-x)=—f(x) para todos los , f |
valores de x. N

Fx of x|/
o . . . g = \ |
La grafica de una funcién impar es siempre simétrica respecto del "‘ \ | 7@

origen de coordenadas. ‘-
|

The graph of an odd function

Asintotas

En geometria analitica, una asintota de una curva es una recta a la que la curva se
aproxima cada vez mas sin tocarla.

Existen asintotas horizontales, verticales y oblicuas.

Ejemplos:
! s e
I|4 /‘/./ .
X

6 -4 -2 2 4 6 & 10

Vs
. // ||, -4
/. . k-6 -
] _g- L ]
Asintota vertical : x =2 Usintota vertical : x =0 x> +1
, . Usintota oblicua: y =x r= X
Asintota horizontal : y =0 4

Tareas 2, 3,4 y 5 — Funciones. Propiedades
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Operaciones con funciones

Algunas de las operaciones que podemos hacer con funciones son:

e Producto de un numero real por una funcion: (kf)(x) = k-f(x)
e Suma de funciones: (f+g)(x) = f(x) + g(x)
¢ Resta de funciones: (f-g)(x) = f(x) — g(x)
¢ Producto de funciones: (f-g)(x)=f(x)-g(x)
e Cociente de funciones: (EJ(X) _ M si g(x)=0
g g(x)
Ejejrcicio resueltos:
b Sifix)=4x + 2y glx) = 2% halla las siguientes funciones, f b Bl Hinelbnes F= XTH sl xx—zz g
aGW  Dfeg)  df-gk A9l e E(X) a) (F+ ) b) (F — g)x) O (F- g)x) a) [%J(x)
Solucion Solucion
8) (30 =314 + 26) = 124 + bx &) 00 =10+ 900 —
b) (F+g)) =) + g0 = 4x + 2u + 2x =4 + dx B Y P e +22x_2

f— g0 =1x) — gl =4 + 20— 2x=4¢

X %> x2 x? i X

b) (f — @)x) = fix) — glx) =

d f-g)(x):f{x)‘g(x):(4)(2+2x)-(2x):8x3+4)(2 =x+1_x—2_x-(x+‘|)_x—2=x2+x—x+2=x2+2
f(x}_f(x)_muzx_w ® e x* x* X' Xt
@)\g T Q) (F- g =10x) - g9 =
:x+1_x—2:(x+1)-(x—2):x2—x—2

X X X X

) x+1 x—2 (x+1)-x? X +x

d [i ®) _
) QJ g(x) x X x4 p—2) e

Tarea 6 — Funciones. Operaciones y repaso
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